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Die Stabilität von hydrodynamischen Gleichgewichtskonfigurationen wird mit Hilfe der Methode 
der kleinen Störungen untersudit. Es wird gezeigt, daß das Stabilitätsverhalten durch eine Differen-
tialgleichung 2. Ordnung in der Zeit bestimmt ist, wenn man die Viskosität, den elektrischen Wider-
stand und die thermische Leitfähigkeit vernachlässigt. Da die Differentialgleichung selbstadjungiert 
ist, können einige allgemeine Theoreme abgeleitet werden, welche für alle Gleichgewichtskonfigura-
tionen gelten. Man kann zeigen, daß der zeitliche Anstieg von Störungen unter gewissen Bedingungen 
beschränkt ist. Weiterhin können einige hinreichende Bedingungen für die Stabilität angegeben 
werden. Für den Spezialfall, daß innerhalb eines Plasmazylinders das Magnetfeld verschwindet, 
werden die Differentialgleichungen explizit gelöst und Bedingungen für die Stabilität abgeleitet. 
Schließlich wird audi gezeigt, daß die Differentialgleichung auch selbstadjungiert ist, wenn der 
Druck nicht isotrop ist. 

It is shown that the stability of hydromagnetic equilibrium as studied by the method of small 
perturbations is controlled by one differential equation of second order in time, if one neglects 
viscosity, electrical resistivity and thermal conductivity. Since the differential equation is self-adjoint 
some general theorems can be derived which hold for all configurations of hydromagnetic equi-
librium. It is possible to show that the rates of growing are limited under certain conditions. Also 
some sufficient conditions of stability can be given. For a plasma cylinder, inside of which the mag-
netic field vanishes, the differential equations are solved explicitly and conditions for stability are 
given. Finally it is shown that the differential equation is also self-adjoint if the pressure is not 
isotropic. 

1. G r u n d g l e i c h u n g e n 

Wenn ein Plasma genügend hohe Leitfähigkeit 

besitzt, können durch Magnetfelder Kräfte darauf 

ausgeübt werden, so daß man es vollständig ein-

schließen und damit eine Berührung des Plasmas 

mit materiellen Wänden verhindern kann. Dazu 

müssen die aus den MAXWELLschen Spannungen fol-

genden Kräfte (von denen praktisch allein der ma-

gnetische Teil von Wichtigkeit ist) dem Gasdruck 

das Gleichgewicht halten. Dami t dieses Gleichgewicht 

über endliche Zeit realisierbar ist, muß es stabil 

gegen kleine Störungen sein. 

U m dieses Stabilitätsproblem angreifen zu kön-

nen, müssen eine Reihe von Vereinfachungen ge-

macht werden. W i r beschreiben daher das Plasma 

als eine Flüssigkeit, deren Zustand durch die An-

gabe ihrer hydrodynamischen Geschwindigkeit t> , 

ihrer Dichte Q und ihres Druckes p beschrieben wird, 

und auf die ein Magnetfeld 25 wirkt, wenn im Plasma 

elektrische Ströme fließen, d. h , wenn rot 0 . 

Diese Ströme sollen dem OHMschen Gesetz in der 

Form genügen, die für bewegte Leiter gilt. Diese 

Näherung, in der wir von der individuel len Beschrei-

bung des Schicksals der einzelnen geladenen Teil-

chen, oder auch nur von einer getrennten Beschrei-

bung der positiv oder der negativ geladenen Kom-

ponente absehen, heißt die hydromagnetische Nähe-

rung. 

Weiter wollen wir von allen energieverzehrenden 

Effekten absehen. W i r vernachlässigen daher Visko-

sität, Wärmeleitfähigkeit und elektrischen Wider-

stand. D ie letztgenannte Annahme ist gerechtfertigt, 

da wir sehr große freie Weglängen (d. h. sehr hohe 

Temperaturen) annehmen wollen. Dann ist aber die 

Viskosität und Wärmeleitfähigkeit nicht verschwin-

dend klein, sondern entlang den Feldlinien sogar 

sehr groß, so daß es sogar gerechtfertigt wäre, sie 

in dieser Richtung unendlich zu setzen — d. h. wir 

könnten (23 (23 grad) 0) = 0 und 23g r a dP = 0 auch 

während einer Störung verlangen (P = Temperatur) . 

W i r haben nur wegen der dadurch auftretenden ma-

thematischen Kompl ikat ion hierauf verzichtet. Für 

die elektrische Leitfähigkeit führt die Anisotropie der 

elementaren Transportprozesse zum Auftreten eines 

„HALL"-Termes im OHMschen Gesetz, von dem wir 

aber annehmen dürfen, daß er durch spontan entste-

hende Raumladungen automatisch kompensiert wird. 

Dies ist nur dann nicht berechtigt, wenn Störungen 

mit einer Frequenz vergleichbar der Umlauffrequenz 

der Ionen in dem vorhandenen Magnetfeld auftreten. 

Wenn wir nun weiter den Verschiebungsstrom ver-

nachlässigen und zunächst den Drude als isotrop 

voraussetzen, erhalten wir das Gleichungssystem (s. 

hierzu z. B. SCHLÜTER *) : 
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This work has been digitalized and published in 2013 by Verlag Zeitschrift 
für Naturforschung in cooperation with the Max Planck Society for the 
Advancement of Science under a Creative Commons Attribution-NoDerivs 
3.0 Germany License.

On 01.01.2015 it is planned to change the License Conditions (the removal 
of the Creative Commons License condition “no derivative works”). This is 
to allow reuse in the area of future scientific usage.

Dieses Werk wurde im Jahr 2013 vom Verlag Zeitschrift für Naturforschung
in Zusammenarbeit mit der Max-Planck-Gesellschaft zur Förderung der
Wissenschaften e.V. digitalisiert und unter folgender Lizenz veröffentlicht:
Creative Commons Namensnennung-Keine Bearbeitung 3.0 Deutschland
Lizenz.

Zum 01.01.2015 ist eine Anpassung der Lizenzbedingungen (Entfall der 
Creative Commons Lizenzbedingung „Keine Bearbeitung“) beabsichtigt, 
um eine Nachnutzung auch im Rahmen zukünftiger wissenschaftlicher 
Nutzungsformen zu ermöglichen.



a) Beivegungsgleichung 
du 1 

Q d- = — grad p — [33, rot 33] , (1) 

b) Kontinuitätsgleichung = — d i v ( o ü ) , (2) 

P do 
c) Energiegleichung 

d) Induktionsgesetz 

e) 

do 

et 
dp 
dt 
323 

dt 

div 23 = 0 . 

= y -U ' (3) o df 

= rot[d 23] , (4) 

(5) 

y ist das Verhältnis der spezifischen Wärmen. 

I m stationären Fal l erhält man aus der obigen 

Gleichung die Gleichgewichtsbedingung 

mit 

grad p = - 1 [23 rot 23] 
4 71 

div 23 = 0 . 

(6) 

Im folgenden sollen solche Magnetfelder, die die 

Gleichgewichtsbedingung erfüllen, für die also als 

Folge von Gl. (6) 

rot [23 rot 23] = 0 , (7) 

betrachtet und ihre Stabilität untersucht werden. Für 

eine Reihe von Spezialfällen liegen schon Stabilitäts-

untersuchungen vor 2' 3> 4. 

2. A b l e i t u n g des S tab i l i t ä t sk r i t e r i ums 

Die Stabilität der Gleichgewichtslage soll in der 

Weise untersucht werden, daß der Gleichgewichts-

lösung eine kleine Störung überlagert wird, von der 

festzustellen ist, ob sie mit der Zeit zunehmen kann 

oder nicht. Die ungestörten Größen seien im folgen-

gen mi t dem Index „Nu l l " bezeichnet und es sei 

angenommen, daß die gestörten Größen klein seien 

gegen die ungestörten. Insbesondere sei auch die 

Geschwindigkeitsamplitude klein. Dann bekommen 

wir die Gleichungen 

3 n 

dt 

dt 

— grad p — [23, rot 230] 
4 71 

• 1 [230, rot 23] , 
4- TT 

div (o0 ti) , 

(8) 

(9) 

- ( t i grad Po) + 7 ^ [ f t + (ti grad Q0) J , 

(10) 

= rot [ti 230] . (11) 
32? 

2 V I . D . K R U S K A L u. M. SCHWARZSCHILD . Proc'. Roy. Soc.. Lond. 
A 223. 348 [1954], 

Die Quellenfreiheit div 23 ist durch Gl. (11) gewähr-

leistet, sofern wir nur mi t einer Störung in 2^ be-

ginnen, für die div 23 = 0 gilt. Differenzieren wir 

Gl. (8) nach der Zeit und benützen Gl. (11 ) , so er-

hält man 

32o 
l g r a d p - ^ [rot[ti 230], rot 230] 

^ [23o, rot rot[ti 230] ]. (12) 

Die zeitliche Änderung des Drucks soll nun noch 

durch die ungestörten Größen ausgedrückt werden. 

Aus Gl. (10) und Gl. (9) bekommt man 

3 

3t' 
- (ti grad Po) 

+ 7
 Po { — div({50 ti) + (ti grad o0) } (13) 

= - (ti grad p 0 ) - y p0 div ti 

= - d i v ( p 0 t i ) + ( 1 - 7 ) p 0 div ti . 

Damit wird schließlich aus Gl. (12) 

Q0 = grad div (p 0 t i ) + ( y - 1 ) grad (p0 div ti) 

4 71 
[rot [ti 230], rot 230 (14) 

^ [230 , rot rot[ti 230] j . 

I n dieser Gleichung tritt bemerkenswerterweise ne-

ben den ungestörten Größen, ihren räumlichen Ab-

leitungen und den räumlichen Ableitungen der Ge-

schwindigkeit nur die zweite Ablei tung der Geschwin-

digkeit nach der Zeit auf. Für ti ( f , t) machen wir 

nun den Ansatz 

ti(r, 0 = ö ( r ) eUot. (15) 

Das ergibt dann in Gl. ( 14 ) , wobei wir den Index 

„Nu l l " im folgenden wieder weglassen werden, falls 

es ohne Mißverständnisse möglich ist, 

_ co2 Q ti = grad div (p ti) + (y - 1) grad (p div ti) 

1 [rot[ti 23] , rot 23] 
4 n (16) 

1 [23 rot rot [ti 23] 1 
4 71 L ' 

Das Magnetfeld, das die Gleichgewichtsbedingung 

erfüllt, wird also dann stabil sein, wenn die Gl. (16) 

keine Lösung gestattet, für die OJ2 negativ ist. Denn 

Lösungen mit c o 2 < 0 würden nach Gl. (15) bedeuten, 

daß ti exponentiell mit der Zeit ansteigen könnte. 

3 S. LUNDQUIST , Phys. Rev. 83 . 307 [1951]. 
4 R. J . T A Y L E R , Proc. Roy. Soc.. Lond. B 70 . 3 1 [ 1 9 5 7 ] . 



3. Verschiedene Fo rmen der Stabil itätsgleichung 

Im folgenden sollen noch einige Umformungen 

der Stabilitätsgleichungen angegeben werden, wobei 

zum Teil von der Komponentendarstellung und zum 

Teil von der Vektordarstellung Gebrauch gemacht 

wird. Insbesondere soll gezeigt werden, daß der in 

Gl. (16) auf ti wirkende Differentialoperator her-

mitisch ist. 

a) Die Stabilitätsgleichung (16) läßt sich unter 

Einführung eines Tensors Q 1 ^ wie folgt in Kompo-

nenten schreiben (wobei im folgenden stets über 

zweimal auftretende Indizes zu summieren ist) : 

-to 2 ov« = (17) 

Hierin ist 3j der kovariante Differentiationsoperator 

1 xm 

und Q aß gegeben durch 

A ( & B x ö f + BßB™6\) (18) 4 7t 

1 

4 7t 

Obere Indizes bedeuten kontravariante, untere In-

dizes kovariante Komponenten und gaß ist der metri-

sche Fundamentaltensor. Der auf v& wirkende Ope-

rator ist nun hermitesch, wenn für zwei beliebige 

Vektoren v a und w a  

I Vg dr w* dl Q lrß dm vß = J Vg dr v« Q\m
ß dm w? 

(19) 

ist. (Die Integration soll sich über ein Volumen er-

strecken mit Yg dr als Volumenelement.) Nun läßt 

sich die rechte Seite durch partielle Integration um-

formen zu 

= / Vg dr 31 {V« Ql™ß 3 m w ß } 

- IVgdrdm{wßQ^ß dlV*} 

+ / Vgdx w? 3m Q^p 3i . 

Wenn wir nun annehmen, daß die beiden sich er-

gebenden Oberflächenintegrale verschwinden, sieht 

man. daß die Gl. (19) gilt, falls 

= QZ (20) 

ist. Der Tensor muß also invariant sein gegen eine 

Vertauschung des Paares /, a mit m, ß, damit der Dif-

ferentialoperator hermitesch ist. Aus Gl. (18) sieht 

man leicht, daß dies in der Tat der Fall ist. Aus der 

Hermitizität folgt, daß OJ2 reell sein muß. Somit kön-

nen überstabile Lösungen (d. h. oszillatorische Lö-

sungen mit ansteigender Amplitude) nicht existieren. 

b) Im weiteren soll nun so vorgegangen, werden, 

daß die Differentialgleichung (16) für ti — analog 

wie in Gl. (19) — skalar mit ti multipliziert wird 

und dann über ein Volumen integriert wird. Das 

auf der linken Seite stehende Integral ist stets posi-

tiv, so daß also das Vorzeichen von OJ2 von den 

Vorzeichen der auf der rechten Seite stehenden In-

tegralen abhängen wird. Wenn die rechte Seite nega-

tiv ist, so ist die Gleichgewichtskonfiguration stabil, 

im anderen Fall instabil. Da das Integral Q ti2 dr 

beschränkt ist, während sich für die Ableitungen 

von ti keine Abschätzung angeben läßt, wird das 

Bestreben sein, die rechte Seite so umzuformen, daß 

die Geschwindigkeit ti nicht differenziert auftritt in 

solchen Gliedern, die nicht negativ definit (d. h. in-

stabil) sind. 

Bei skalarer Multiplikation mit ti liefert das letzte Glied in Gl. (16) einen stabilen Beitrag, da 

(ü [23, rot rot [ti 23]]) = (rot rot [ti 23], [ti23]) = div [rot[Ö 23], [D 23]] + (rot[ti23])2 . (21) 

Weiterbin ist 

(ti grad div pt i ) + ( / - l ) (ti grad (p div ti)) (22) 

= div {y ti p div ti + ti (ti grad p) } - ; 'p(div ti)2 - (ti grad p) div ti . 

Damit bekommt man 

- CO2 j" o ti2 dr = I div j y ti p div ti + ti (ti grad p) + ~ [ [ti 23], rot[ti 23] ] j dr 

- J <7p(divt i )2 + ^ (rot[ti 23])2 J dr (23) 

- f j (ti grad p) div ti - 1 (t) [rot 23, rot[ti 23] ]) [ dr . 
/ | 4 71 I 



Hierin liefert also das zweite Glied stets einen stabilen Beitrag. Für das folgende wollen wir stets annehmen, 

daß b und 2? parallel zur Oberfläche des betrachteten Volumens verlaufen, so daß das erste Oberflächen-

integral keinen Beitrag liefert. 

c) Aus Gl. (17) zusammen mit Gl. (18) bekommt man durch Multiplikation mit v2 noch einen anderen 

Ausdruck, der für die weiteren Stabilitätsuntersuchungen nützlich ist. 

- oj2 J }/g dr o t;« = / Vg dr va 3] 3 m v* 

= f Vg dr 3„ I ( ( y - 1) p + -L_ b A V2 dßvß + 1 B* B' vß dy vß - 1 (B* Bß vß dvv* + Bß B v* 3 ; .vß ) | 
J I \ 8 TT J 4 71 4 71 \ 

- [ Vg dr j ( ( 7 - l ) p + ^ B«) ( 3 , ^ ) 2 + (Bßdßv*) (Br dyva) j ( 2 4 ) 

- f Vgdr{xp(dßv*)(davß) - 2 B2 Bß (dßVa) (3^')}+ f Vg dr da(xp vß dßv2) . 

Hierin ist ip der Gesamtdruck mit 

y, = p + 1 ß 2 . (25) 
ö TT 

Das sich aus dem ersten Volumenintegral ergebende Oberflächenintegral verschwindet analog wie oben. 

4. Ab le i t ung eines Stabi l i tätskri ter iums 

a) Zunächst sei gezeigt, daß — OJ2 unter gewissen Bedingungen nach oben beschränkt ist. Es ist 

- (b grad p) div b = + I 1 (b grad p) 2 + \ p (div ü)2 - l 1 {d i vpb} 2 

- V -1 V 

und (rot [b 23] [b rot 23]) = + \ (rot[b23])2 + \ [brot23] 2- \ (rot[b 23] - [b rot 23] ) 2 . 

Damit erhält man: 

- o , 2 [ o b2 dr = — l2 j [ ( 2 7 - 1 ) p ( d i v b ) 2 + ( d i v p b ) 2 + ^ [brot23]2 (26) 

+ ( r o t [ b23]-[b ro t 23] ) 2 j dT+ l f I I (b grad p) 2 + [b rot 23] 2 | dr . 

Das erste Integral liefert nun stets einen negativen Beitrag, während das andere Integral immer positiv ist. 

Jedoch tritt in diesem zweiten Glied b nicht mehr differenziert auf. Man gewinnt so die Abschätzung: 

-co2 f £) b2 dr < M a x ) 1 (gradp)2-f 1 ( r o t® ) 2 ] [ pb 2 dr 
./ \ Q P I J 

und somit - co2 < Max ( — - (grad p)2 + 1 (rot23)2|. 
I ° P Q I 

Sofern also ( I / V Q P ) | grad p | und (l/l/@) | rot 23 | endlich bleibt, ist — co2 nach oben beschränkt, d . h . im 

Falle der Instabilität können dann die zeitlichen Wachstumsraten nicht beliebig groß werden. 

b) Der Ausdruck Gl. (23) soll nun so umgeformt werden, daß es möglich wird, etwas über die Stabilität 

von Gleichgewichtskonfigurationen auszusagen. Dazu sollen die beiden instabilen Glieder in eine andere 

Form gebracht werden. 

Es ist 

- (b grad p) div b = - (bgradp ) div [ ( [ 2 3 [ b 23]] + 23(b23)) j 

= — (b grad p) ^ ^ div [23 [b 23] ] — div (bgradp) j (27) 

- ^ (23 grad(b grad p)) - (b grad p) ([23[b 23]] grad . 



Weiter ist unter Berücksichtigung der Gleichgewichtsbedingung Gl. (6) 

^ (rot [ü SB], [t) rot 23]) = ~ (rot[Ö SB] [ö [SB grad p] ]) + J - (rot [U SB], [ö23]) 

- ^ ^ ( » , - t fr SB]) - <y9 . (grad p, rot [D SB]) + L ([„ SB], rot [ö SB]) 

= {div [[t> SB] SB] + ([ö SB] rot SB)} - ^ div {SB(t) grad p) j + ± ([ö 23],rot[Ö SB]) 

= - (Ö grad p) div [SB[ö S B ] ] ( ö g r a d p ) 2 - ^ (ö SB) (23, grad(Ö grad p ) ) 

+ ~ ^ (23 rot SB) ([ö 23], rot [d SB]). (28) 

Außerdem läßt sich das Glied — — (rot[Ö SB])2 wie folgt umformen: 
4 TT 

- J L {rot[t) SB]}2 = - A- {SB (SB rot [ö SB]) - [« [SB rot[ö SB] ] ]} 2 

= ~ h h [ö SB])2 - ± - ~ [33 [SB rot[ö SB] ] ] 2 (29) 

= - ^ { div [[Ö SB] SB] - 4 TT(ö grad p ) } 2 - A - A4 [SB [SB rot[Ü 23]]]2. 

Aus Gl. (23) wird unter Benutzung von Gin. (27), (28) und (29) 

-co2 ^ Ö 2 d r = y * dr |-7p(d ivÖ) 2- 4~^- 4[23[SBrot[ t )23]]] 2 

~ L ^ ( M l * » ] » ] ) " - i (Ö grad p) div [23 [Ö SB] ] — (Dgradp) 2 (30) 

- (ö grad p) ([23 [D SB]] grad ± ) + ~ J 2 (SB rot 23) ([ö 23], rot[ö 23]) J . 

Dabei verschwindet das Oberflächenintegral, das aus Gl. (27) folgt, wenn Ü und SB parallel zur Oberfläche 

sind. Gl. (30) läßt sich schreiben zu 

-o ; 2 f o t)2 dr = J dr { - 7 p ( d i v ö ) 2 - [33rot[t)SB]]2 - A - { div [23[ö 23] ] + 8 grad p ) ) 2 

~ {ö(23rotSB)-[SBrot[üS8]]}2) 

71 (31) 

+ f i T t W ! g
8 r a ^ l U g r a a p ) 2 ( ' ? r a d / , | 2 + ̂ ( g ^ P . g ^ ® 2 ) ) 

Das erste Integral liefert stets einen stabilen Beitrag, (grad SB2, [23, grad p]) = 0 (32) 

während in dem letzten Integral ü nicht mehr diffe- g o v e r s c h w i n d e t a u c h d a s v o r le tzte Glied. Diese 

renziert vorkommt. Stets instabil ist darin das letzte Bedingung ist z. B. bei allen meridionalen zylinder-

Glied, es verschwindet aber für spezielle Magnetfei- s y m m e t r i s chen Magnetfeldern erfüllt. In diesem Fall 

der, nämlich immer dann, wenn der Strom auf dem ^ e g h i n r e i c h e n d f ü r d i e Stabilität, daß 

Magnetfeld senkrecht steht. Das ist z. B. der Fall für . 

alle zylindersymmetrischen Felder, die entweder rein (gradp, grad (p-\ 232jJ ^ 0 (33 a) 

meridional oder rein toroidal sind. ^ ' 

Wenn wir nun für das Magnetfeld noch eine ist- N a c h G L ( 6 ) , ä ß t s i c h d a f ü r a u c h schreiben 

solche Struktur annehmen, daß (grad p, (23 grad) 23) ^ 0 . (33 b) 



Eine Konfigurat ion, bei der der Strom sowohl senk-

recht steht auf den magnetischen Feldlinien als auch 

auf den Flächen konstanter magnetischer Energie-

dichte, ist demnach ganz sicher stabil, wenn die ma-

gnetischen Kraftl inien so gekrümmt sind, daß sie 

überall konvex zur Seite des größeren Druckes ver-

laufen. 

Dieses Ergebnis wurde auch von BERNSTEIN, FRIE-

MAN, KRUSKAL u n d KULSRUD * ' 5 f ü r zy l indersymme-

trische, meridionale Magnetfelder abgeleitet. 

Die Konfigurat ion ist sicher stabil, wenn die Eigen-

werte des Tensors im letzten Gliede positiv sind, 

d. h. die Eigenwerte von 

Man kann zeigen, daß alle rotationsfreien Störun-

gen stabil sind. Machen wir nun die Annahme, daß 

divergenzfreie Lösungen die instabilsten Lösungen 

sind, so genügt es, als eine hinreichende Bedin-

gung für die Stabilität zu fordern, daß die Eigen-

werte von 3 a 3y tp nicht negativ sind. Das bedeu-

tet, daß tp in dem betrachteten Volumen (oder 

auf dem Rand ) genau ein M in imum besitzen kann, 

Max ima aber nur auf dem Rand . Ein M i n imum von 

tp im Innern des Volumens (nicht auf dem Rande) 

ist mit einem Max imum von p (wie dies dem Fall 

eines vom Magnetfeld zusammengehaltenen Plasmas 

entspricht) nach der in Abschnitt 4 b) für meridio-

* Die Arbeit gelangte während der Fertigstellung dieses 
Manuskriptes zu unserer Kenntnis und wir danken den 
Verfassern für die Zusendung vor der Veröffentlichung. 

Felder, für die (23 grad) 23 = 0 (34) 

ist, und die den oben genannten Bedingungen genü-

gen, sind also stets stabil. Dies gilt z. B. für ein 

zylindersymmetrisches Magnetfeld, das parallel zur 

Symmetrieachse verläuft. In diesem Fall kann man 

aus der Differentialgleichung (17) eine gewöhnliche 

Differentialgleichung zweiter Ordnung von STURM-

LiouviLLEschen Typ für div t) ableiten und auch 

explizit zeigen, daß keine instabilen Lösungen exi-

stieren. 

Es er-

(35) 

erhalten 

(36) 

nale Magnetfelder abgeleiteten hinreichenden Stabi-

litätsbedingung (grad p, grad tp) < 0 verträglich. 

5. A n i s o t r o p e r D r u ck t e n so r 

Bei den bisherigen Betrachtungen war angenom-

men worden, daß der Druck isotrop sei. Wenn aber 

die Frequenz der gaskinetischen Stöße, die die ge-

ladenen Teilchen erleiden, klein ist verglichen mit 

ihrer Umlauffrequenz im Magnetfeld, ist dies nicht 

notwendig eine gute Näherung. I n Ebenen senkrecht 

zum Magnetfeld wird die Geschwindigkeitsvertei-

lung — gerade wegen der schnellen Umlaufsbewe-

gung — isotrop sein, aber in der Richtung entlang 

den Feldlinien kann sie davon sehr verschieden sein. 

Dami t ergibt sich statt des skalaren Druckes p ein 

Tensor p;k der Fo rm : 

Pik = P Q (<>ik ~  ni nk) + PP n-, n k . (37) 

5 I . B . B E R N S T E I N , E . A . F R I E M A N , M . D . K R U S K A L U . R . M . 

K U L S R U D (noch nicht veröffentlicht). 

c) Aus Gl. (24) soll nun noch ein etwas allgemeineres Stabilitätskriterium abgeleitet werden, 

gibt sich zunächst aus Gl. (24) 

-co 2 j" Vg dr o va va = - j Vg dr [ tp{da v<) ( 3 , 0 - ^ ( 3 , ^ ) 2 - ( y - 1) p (dyV?) 2  

+ {Bß dß va - B a 3 , V'} {Bf' dft Va - Ba dy V"} - 3a ( t p t / dß va). 

Nach zwei partiellen Integrationen und nach Subtraktion der vollständigen Divergenz 3 y ( t p v y v * ) 

wir, wenn wir das Verschwinden der Oberflächen integrale gemäß Abschnitt 3 c) annehmen: 

-co 2 j" V g dr ovava = — jVgdr j yp(dc ve)2 + 2 (dy tp) v" 3 f ve + (3a 3 7 tp) va v' 

+ {BP dß V° - B a dy V?} {Bß dß Va - Ba dy V''} 

= - J Vg dr J v' + d \ W
p

V V ) yp + {BydyV*-B°dyV?} 

• {Br dy Va - Ba dy Vy} + j V - 3 a 3 , tp | „T | 



Hierin ist pQ der Drude quer zum Magnetfeld, p p 

der Druck entlang den magnetischen Feldlinien und 

B' 

n{ = | ß , der Einheitsvektor in Richtung des Magnet-

feldes. 

In der Bewegungsgleichung (1) ist nun p ox% 
durch r̂— pik zu ersetzen. An die Stelle der Energie-

gleichung (3) treten nun zwei Gleichungen für p^ 

und p p . Aus der Konstanz des magnetischen Mo-

mentes der Bahnbewegung der Teilchen folgen unter 

Vernachlässigung von Transporteffekten (entspre-

chend der vernachlässigten Viskosität und Wärme-

leitfähigkeit) die Gleichungen* 

dp? 

dt 
- 2 p p d i v t > - 2 p p n ( n g r a d ) b , (38 a) 

^ = — 2 pQ div Ö + p^ tt (tt grad) b . (38 b) 
di 

Wir wollen nun annehmen, daß im Gleichgewichts-

fall der Druck zwar isotrop sei, d. h. p p = pQ = p0 , 

daß aber durch die Störung der Gleichgewichtslage 

der Druck anisotrop wird. In der noch einmal nach 

der Zeit differenzierten Bewegungsgleichung (12) 

tritt dann an Stelle von grad p nun der Term 

1 TLX**pik)™L H i e r i n ist i n der 

linearen Näherung und wegen p p = pQ = p0 

It
 P>k =

 °dt ~
 Ui nk^

 +
 W

 Ul Uk 

und aus den Gin. (38 a) und (38 b) wird, wobei der 

Index „Nul l" bei p0 im folgenden wieder weggelas-

sen werden soll: 

^ = - d i v ( p b ) - 2 p ( n ( n grad) b) (40 a) 

und 

^ = - d i v ( p b ) +p {(n(rtgrad) b) — div b } . 

(40 b) 

Dies liefert zusammen mit Gl. (39) 

dt {'ix,  P i k) = ~ g r a d ; d i v P Ö + S r a d ' ' { v ( n g ^ d ) b - div b ) } 

— ni div -{tt p (3 n ( n grad) b - d i v b )} - p { 3 n ( n g r a d ) b - div b} (n grad) IX (41) 

so daß Gl. (16) jetzt lautet: 

- co2 q b = grad div (pb ) - grad [v (n (n grad) b - d i v b ) } 

+ n divert p(3 n (n grad) b - div b)} + p{3 n (n grad) b - div b} (n grad) n . (42) 

Wie man sieht, treten also auch im Falle des anisotropen Druckes in dieser Gleichung für b keine ersten zeitlichen Ableitungen von b auf und außerdem enthält die Gleichung neben b nur die Größen der 

Gleichgewichtslage. Ebenso läßt sich zeigen, daß auch mit den neu hinzugekommenen Gliedern der Operator 

Ql™ hermitesch ist, der hier gegeben ist durch 

/ . B 2 \ S1 sm . o Im / l cm . m sl\ 
Q<xß = [P+ Yä)  ß * *P n* nß n  n öß +n3n daJ 

+ f Ä öß ~ ~ B* + Bß Bm ö\) + Bm B 1 gxß . (43) o 71 ** SI 'i Jl 

6. Stabi l i tät eines mi t Oberf lächenströmen 

belegten Plasmazyl inders 

Wir wollen jetzt die Stabilität eines Plasmazylin-

ders, dessen Radius R sei, untersuchen, in dessen 

Inneren das Magnetfeld verschwindet und der 

Drude p konstant ist. Auf der Oberfläche sollen 

Ströme fließen, die ein Magnetfeld mit Komponen-

ten in der z- und in der «p-Richtung erzeugen. 

* Diese Gleichungen wurden auch von CHEW, GOLDBERGER 

und Low 6 aus der BoLTZMANN-Gleichung hergeleitet. 

Da wir unter diesen Voraussetzungen die Diffe-

rentialgleichung mit den entsprechenden Übergangs-

bedingungen an der Oberfläche des Zylinders lösen 

können, ist es möglich, die Eigenwerte direkt abzu-

schätzen. Als die die Lösung bestimmende Randbe-

dingung sei das Verschwinden der elektrischen und 

magnetischen Felder im unendlich Fernen gefordert. 

Führen wir die Schallgeschwindigkeit a durch die 

folgende Gl. (44) : 

8 O . F . CHEW , M . L . GOLDBERGER U . F . E . L o w , P r o c . R o y . S o c . , 

Lond. A 236, 112 [1956]. 



a = Vp/g (44) 

ein, so erhalten wir sofort aus Gl. (17) 

VA = P D A 3Y V Y . (45) 

Mit Hilfe der Kontinuitätsgleichung folgt durch 

Divergenzbildung die Differentialgleichung für die 

Druckstörung px 

mit der Lösung 

p1 = p1Ia k 2  
r\ e ikz „iii 

(46) 

(47; 

Die Lösungen V[kr — of 2/a 2) r} sind wegen px < oc 

für r = 0 ausgeschlossen *. px ist eine Integrations-

konstante. Die Geschwindigkeiten sind durch den 

Druck vollständig bestimmt. 

Außerhalb des Zylinders haben wir die MAXWELL-

schen Gleichungen im Vakuum für die gestörten Fel-

der zu lösen. Diese reduzieren sich auf Gleichungen 

für die z-Komponenten des Magnetfeldes und des 

elektrischen Feldes, da sich alle Komponenten durch 

diese ausdrücken lassen. 

= 0 , 
C-

aezI + KEz
1 = 0 . 

(48 a) 

(48 b) 

Unter Vernachlässigung von co2/c2 gegen k 2 + a 2/r 2  

erhalten wir die Lösungen 

= Ka{kr) e i k z e i af , (49 a) 

EZ
X = EZ

1 Ka(kr) e
i k ze i af . (49 b) 

Wegen der Forderung '23 |, j (5 1 < oo für r — 

fallen die Lösungen I a weg. 

Die Bestimmung der Konstanten pt, Bz
l, Ez

1 folgt 

aus den Übergangsbedingungen am Zylinderrand, 

die ein homogenes Gleichungssystem liefern. Die 

Forderung der Lösbarkeit dieses homogenen Glei-

chungssystems ergibt eine Beziehung zwischen k, a 

und co . Die Übergangsbedingungen entnehmen wir 

K R U S K A L und SCHWARZSCH ILD 2 . Sie lauten: 

n x [23] = j - n [@] , (50a) 

rt[23] = 0 , (50b) 

r tx [@] = n[23] , (50c) 

* /„ sind BEssEL-Funktionen und K n NEUMANNSche Funktionen. 

n [ ® ] = £
+ , (50 d) 

(50 e) 

(50 f) 

Dabei ist n die Normale an der Oberfläche, [ ] be-

zeichnet den Sprung von Größen durch die Grenz-

fläche, j+ ist der Oberflächenstrom, E+ die Ober-

flächenladung, 23 ist der Mittelwert des Magnetfeldes 

zwischen innen und außen. 

Die Bewegung der Oberfläche mit der Geschwin-

digkeit U ist durch die folgende Gleichung gegeben: 

u = n ö , u = [n x [n x grad u]] . 

Der ungestörte Oberflächenstrom sei 

\+=-ezD + evC. 

Daraus ergibt sich der Sprung des Magnetfeldes zu 

[23] =tzC + uD 

und der Drucksprung [p] = — g (B2 + C 2). 

Setzt man dies in die oben abgeleitete Gleichung ein 

unter Beachtung der bei K R U S K A L und SCHWARZSCHILD 

abgeleiteten Beziehung zwischen den Komponenten 

von 2^ und p, Ö , so folgt mit 

k 2  

B, 

oß/a 2, » Vft*>t 

' p co Ka(kR) 

Ka'(k R) p ' 

Unter Beachtung, daß sich der Druck bei Bewegung 

der Oberfläche ebenfalls ändert, folgt dann als Glei-

chung zwischen k, co, a als Bedingung der Erfüllbar-

keit der Übergangsbedingung zwischen Vakuum und 

Plasma 

2 Roß IJn R) = 1 

a-rj Ia'(riR) 

D +l°R)  k RKa(kR) kR 

C- + B- Ka'(kR) 

Das Verhalten für B z = 0, B* ± 0 (C = 0 , D^ 0) 

wurde von K R U S K A L und SCHWARZSCHILD
 2 untersucht 

und ergibt die bekannte Pinch-Instabilität. In einer 

neueren Arbeit von TAYLER
 4 wurde das Verhalten 

dieser Gleichung genauer diskutiert. Sie ist für alle 

Wellenlängen für et = 0 und 1 instabil, und für a > 2 

ergibt sich Instabilität gegenüber kleineren Wellen-

längen. 

Ist Bf = 0, B z + 0 (D = 0, C4=0), so kann man 

leicht sehen, daß diese Anordnung immer stabil ist. 

Für den allgemeinen Fall sieht man, daß für wach-

sende Anteile B r f im Verhältnis zu B z zunächst die 



Lösungen für kleine Wellenlängen, d. h. große h , 

instabil werden, bis schließlich für B z = 0 das oben 

diskutierte Verhalten eintritt. LUNDQUIST 3 hat für 

inkompressibles Plasma gezeigt, daß bei vorhande-

nem Magnetfeld in z-Richtung ein Hinzufügen eines 

Magnetfeldes in der (^-Richtung zur Instabilität bei-

trägt. Er bewies, daß für seine angenommene Ver-

schiebung Instabilität herrscht, wenn für das Feld 

im Innern des Plasmazylinders gilt 

R R 

J (B' 1 ) 2 r dr > 2 / (B z)2 r dr . 

Er kann nicht zeigen, daß, wenn diese Ungleichung 

nicht erfüllt ist, Stabilität vorliegt, da er seine Ver-

schiebungen nicht minimalisiert. 

Aus dem Obigen geht hervor, daß eine zylinder-

symmetrische Plasmakonfiguration ohne Magnetfeld 

im Innern des Plasmas, die also nur durch Ober-

flächenströme zusammengehalten wird, stets instabil 

ist, wenn eine azimutale Komponente des Magnet-

feldes existiert. Analog wie bei T A Y L E R
 4 sind auch 

hier die Störungen kleiner Wellenlängen am in-

stabilsten. 

Die Bewegung geladener Teilchen 

in rotations-symmetrischen Magnetfeldern 

V o n R . L Ü S T u n d A . S C H L Ü T E R 

Aus dem Max-Planck-Institut für Physik, Göttingen 

(Z. Naturforschg. 12 a, 841—843 [1957] ; eingegangen am 11. Juni 1957) 

Die Bewegung geladener Teilchen in rotations-symmetrischen Magnetfeldern wird untersucht. 

In diesem Fall kann man aus einer Verallgemeinerung des Drehimpulserhaltungssatzes bestimmte 

Bedingungen ableiten, unter welchen die Teilchen in einem endlichen Volumen für unbegrenzte Zeit 

festgehalten werden. 

The motion of a charged particle in a magnetic field of rotational symmetry allows for a generaliza-

tion of the law of conservation of angular momentum. From this conditions are derived, under which 

a particle will always stay within a finite volume. 

a) Wi l l man ein Plasma durch Magnetfelder ein-

schließen, so genügt es für viele Fragen, das Plasma 

makroskopisch durch eine Flüssigkeit zu beschreiben 

und die daraus folgenden Bedingungen zu unter-

suchen. Mikroskopisch gesehen, geschieht das Fest-

halten des Plasmas durch ein Magnetfeld dadurch, 

daß die Teilchen um die Magnetfeldlinien spiralen. 

Für die genauere Untersuchung, inwieweit die Teil-

chen durch ein Magnetfeld zusammengehalten wer-

den, und ob sie aus einem vorgegebenen Volumen 

entweichen können, muß man die Bahn der einzel-

nen Teilchen betrachten. 

Im folgenden soll die Frage untersucht werden, 

durch welche zylindersymmetrischen Magnetfelder 

es möglich ist, Teilchen innerhalb eines geschlosse-

nen Volumens festzuhalten. Von S T Ö R M E R sind die 

Bahnen von geladenen Teilchen in einem Dipolfeld 

untersucht worden. Diese Berechnungen wurden spä-

ter von den Verfassern fortgesetzt und man kann 

sehen, daß die hier zu untersuchende Frage sich in 

sehr analoger Weise behandeln läßt. 

b) Ein zylindersymmetrisches Magnetfeld läßt 

sich in ein toroidales (oder azimutales) Feld und 

in ein meridionales Feld zerlegen. Der meridio-

nale Anteil kann dabei beschrieben werden durch 

eine skalare Funktion F(s,z), (s = Abstand von der 

z-Achse als Symmetrieachse, z = Abstand von der 

Äquatorebene), wobei 2 T I F ( X ) den gesamten Fluß 

bedeutet durch die Fläche, deren Begrenzung durch 

die Rotation des Punktes r um die Symmetrieachse 

entsteht (r = Ortsvektor). Auch der toroidale Feld-

anteil läßt sich durch eine skalare Funktion T(s,z) 

beschreiben, die analoge Bedeutung wie F für die 

elektrische Stromdichte hat. 

Durch die beiden Funktionen F und T drückt sich 

das Magnetfeld wie folgt aus, wenn tz der Einheits-

vektor in Richtung der Symmetrieachse ist, 

= 23m + 23t = ± [ [r e2] grad F] + ± [r e,] T . (1) 

Die Bewegungsgleichung eines geladenen Teilchens 

mit der Ruhemasse m0, der Geschwindigkeit t) und 

der Ladung Ze (e = Elementarladung, Z = Anzahl 

der Elementarladungen) in einem Magnetfeld ist ge-

geben durch 

*R = Z l [ V S B ] . (2) 
d« c 


