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Zur Stabilitat eines Plasmas

Von K. Haiy, R. List und A. ScHLUTER

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik, Gottingen
(Z. Naturforschg. 12 a, 833—841 [1957] ; eingegangen am 11. Juni 1957)

Die Stabilitdt von hydrodynamischen Gleichgewichtskonfigurationen wird mit Hilfe der Methode
der kleinen Storungen untersucht. Es wird gezeigt, dal das Stabilitdtsverhalten durch eine Differen-
tialgleichung 2. Ordnung in der Zeit bestimmt ist, wenn man die Viskositét, den elektrischen Wider-
stand und die thermische Leitfahigkeit vernachlissigt. Da die Differentialgleichung selbstadjungiert
ist, konnen einige allgemeine Theoreme abgeleitet werden, welche fiir alle Gleichgewichtskonfigura-
tionen gelten. Man kann zeigen, dall der zeitliche Anstieg von Storungen unter gewissen Bedingungen
beschrankt ist. Weiterhin konnen einige hinreichende Bedingungen fiir die Stabilitdt angegeben
werden. Fiir den Spezialfall, daB innerhalb eines Plasmazylinders das Magnetfeld verschwindet,
werden die Differentialgleichungen explizit gelost und Bedingungen fiir die Stabilitdt abgeleitet.
SchlieBlich wird auch gezeigt, daB die Differentialgleichung auch selbstadjungiert ist, wenn der
Druck nicht isotrop ist.

It is shown that the stability of hydromagnetic equilibrium as studied by the method of small
perturbations is controlled by one differential equation of second order in time, if one neglects
viscosity, electrical resistivity and thermal conductivity. Since the differential equation is self-adjoint
some general theorems can be derived which hold for all configurations of hydromagnetic equi-
librium. It is possible to show that the rates of growing are limited under certain conditions. Also
some sufficient conditions of stability can be given. For a plasma cylinder, inside of which the mag-
netic field vanishes, the differential equations are solved explicitly and conditions for stability are
given. Finally it is shown that the differential equation is also self-adjoint if the pressure is not
isotropic.

1. Grundgleichungen

Wenn ein Plasma geniigend hohe Leitfahigkeit
besitzt, konnen durch Magnetfelder Krifte darauf
ausgeiibt werden, so dafl man es vollstindig ein-
schlieBen und damit eine Beriihrung des Plasmas
mit materiellen Wanden verhindern kann. Dazu
miissen die aus den MaxwerLschen Spannungen fol-
genden Krifte (von denen praktisch allein der ma-
gnetische Teil von Wichtigkeit ist) dem Gasdruck
das Gleichgewicht halten. Damit dieses Gleichgewicht
iiber endliche Zeit realisierbar ist, mull es stabil
gegen kleine Storungen sein.

Um dieses Stabilitatsproblem angreifen zu kén-
nen, miissen eine Reihe von Vereinfachungen ge-
macht werden. Wir beschreiben daher das Plasma
als eine Flissigkeit, deren Zustand durch die An-
gabe ihrer hydrodynamischen Geschwindigkeit b,
ihrer Dichte o und ihres Druckes p beschrieben wird,
und auf die ein Magnetfeld B wirkt, wenn im Plasma
elektrische Strome flieBen, d.h, wenn rotB +0.
Diese Strome sollen dem Onwmschen Gesetz in der
Form geniigen, die fiir bewegte Leiter gilt. Diese
Néherung, in der wir von der individuellen Beschrei-
bung des Schicksals der einzelnen geladenen Teil-
chen, oder auch nur von einer getrennten Beschrei-
bung der positiv oder der negativ geladenen Kom-
ponente absehen, heifit die hydromagnetische Nahe-
rung.

Weiter wollen wir von allen energieverzehrenden
Effekten absehen. Wir vernachldssigen daher Visko-
sitdit, Warmeleitfahigkeit und elektrischen Wider-
stand. Die letztgenannte Annahme ist gerechtfertigt,
da wir sehr grofle freie Weglangen (d. h. sehr hohe
Temperaturen) annehmen wollen. Dann ist aber die
Viskositat und Warmeleitfahigkeit nicht verschwin-
dend klein, sondern entlang den Feldlinien sogar
sehr groB}, so dal} es sogar gerechtfertigt wire, sie
in dieser Richtung unendlich zu setzen — d. h. wir
konnten (B (B grad) b) =0 und B grad T =0 auch
wihrend einer Storung verlangen (7' = Temperatur).
Wir haben nur wegen der dadurch auftretenden ma-
thematischen Komplikation hierauf verzichtet. Fiir
die elektrische Leitfahigkeit fiihrt die Anisotropie der
elementaren Transportprozesse zum Auftreten eines
wHaLL“-Termes im Omnmschen Gesetz, von dem wir
aber annehmen diirfen, daf} er durch spontan entste-
hende Raumladungen automatisch kompensiert wird.
Dies ist nur dann nicht berechtigt, wenn Stérungen
mit einer Frequenz vergleichbar der Umlauffrequenz
der Ionen in dem vorhandenen Magnetfeld auftreten.

Wenn wir nun weiter den Verschiebungsstrom ver-
nachldssigen und zundchst den Druck als isotrop
voraussetzen, erhalten wir das Gleichungssystem (s.
hierzu z. B. Scuriter ') :

1 A. ScuriTer, Z. Naturforschg. 5a, 72 [1950].
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a) Bewegungsgleichung

do 1 g

5= —grad p — e [3B, rot B] , (1)

b) Kontinuitdtsgleichung Oaf = —div(ov) , (2)
; , dp p do

o, - =y — )

c) Energiegleichung Frghl e (3)

d) Induktionsgesetz aQtj =rot[v Y], (4)

3
e) divB=0. (5)

y ist das Verhiltnis der spezifischen Wéarmen.

Im stationdren Fall erhélt man aus der obigen
Gleichung die Gleichgewichtsbedingung

1
gradp= — e [2B rot B] (6)
mit divB3=0.
Im folgenden sollen solche Magnetfelder, die die

Gleichgewichtsbedingung erfiillen, fiir die also als
Folge von Gl. (6)

rot[B rot B] =0, (7)

betrachtet und ihre Stabilitit untersucht werden. Fur
eine Reihe von Spezialfillen liegen schon Stabilitéts-
untersuchungen vor 234,

2. Ableitung des Stabilitidtskriteriums

Die Stabilitat der Gleichgewichtslage soll in der
Weise untersucht werden, dal} der Gleichgewichts-
16sung eine kleine Storung iiberlagert wird, von der
festzustellen ist, ob sie mit der Zeit zunehmen kann
oder nicht. Die ungestorten Groflen seien im folgen-
gen mit dem Index ,,Null“ bezeichnet und es sei
angenommen, dal} die gestorten Grolen klein seien
gegen die ungestorten. Insbesondere sei auch die
Geschwindigkeitsamplitude klein. Dann bekommen
wir die Gleichungen

% g? = —gradp — 41 [3B, rot By]
7 (8)
_ 1 [B,,rot V]
47 0 '

gz: = —div (g V) , ®)
P _ — (vgradpy) +7 P { S eradey) k

¢ ()0 [o}
(10)
Os%z =I‘Ot[D %0] . (11)

2

2 M. D. Kruskar u. M. Scuwarzscuitp., Proé. Roy. Soc.. Lond.
A 223, 348 [1954].
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Die Quellenfreiheit div D ist durch GL. (11) gewihr-
leistet, sofern wir nur mit einer Storung in B be-
ginnen, fiir die div® =0 gilt. Differenzieren wir
Gl. (8) nach der Zeit und beniitzen Gl. (11), so er-
halt man
CEUN

] 1 i
%5z =3 grad p — = [rot[b B,], rot By

i [530, rot rot [V B ] ] .

(12)
Die zeitliche Anderung des Drucks soll nun noch
durch die ungestorten Groflen ausgedriickt werden.

Aus Gl. (10) und GI. (9) bekommt man

— (v grad p,)
+y P {—div(e V) + (vgradgy) } (13)

3P

— (b grad py) — 7 podivD
—div(pyb) + (1 —y) ppdivd.
Damit wird schliefllich aus Gl. (12)

Il

32v

% 7, =grad div(py D) + (y —1) grad(p, div )

= 417 [rot[b V], rot %0] (14)

- 4ln [%0 ,rotrot[D %o]j .
In dieser Gleichung tritt bemerkenswerterweise ne-
ben den ungestorten Groflen, ihren rdumlichen Ab-
leitungen und den rdaumlichen Ableitungen der Ge-
schwindigkeit nur die zweite Ableitung der Geschwin-
digkeit nach der Zeit auf. Fir b (r,?) machen wir
nun den Ansatz

V(r,2) =0(1) e’ (15)

Das ergibt dann in Gl. (14), wobei wir den Index
»Null“ im folgenden wieder weglassen werden, falls
es ohne Miljverstindnisse moglich ist,

—w?ob=graddiv(pb) + (y—1) grad(p div D)

— L [rot[0 D], rot B] (16)

— 417 [% rot rot[b V] ] s

Das Magnetfeld, das die Gleichgewichtsbedingung
erfiillt, wird also dann stabil sein, wenn die GI.(16)
keine Losung gestattet, fiir die »? negativ ist. Denn
Losungen mit w? <0 wiirden nach Gl.(15) bedeuten.
dal} b exponentiell mit der Zeit ansteigen konnte.

3 S. Luspquist, Phys. Rev. 83, 307 [1951].
* R.J. Tayrer, Proc. Roy. Soc.. Lond. B 70, 31 [1957].
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3. Verschiedene Formen der Stabilitédtsgleichung

Im folgenden sollen noch einige Umformungen
der Stabilitatsgleichungen angegeben werden, wobei
zum Teil von der Komponentendarstellung und zum
Teil von der Vektordarstellung Gebrauch gemacht
wird. Insbesondere soll gezeigt werden, dal} der in
Gl. (16) auf b wirkende Differentialoperator her-
mitisch ist.

a) Die Stabilitatsgleichung (16) 1aBt sich unter

Einfiihrung eines Tensors Qimﬂ wie folgt in Kompo-
nenten schreiben (wobei im folgenden stets iiber
zweimal auftretende Indizes zu summieren ist) :

— 02 0 v = 01 Q5 Om VP . (17)

Hierin ist J; der kovariante Differentiationsoperator
und Q}fg gegeben durch

Im __ B? 1 em e BZ 1 sm
om = (p+ 8ﬂ)af,(51 +((, 1) p+ 8ﬂ)5aaﬁ
e (Bl B, 6;’}1 i BﬂBm 6}1) (18)
g B
‘7‘47[ BmBlgaﬁ'

Obere Indizes bedeuten kontravariante, untere In-
dizes kovariante Komponenten und gas ist der metri-
sche Fundamentaltensor. Der auf v/ wirkende Ope-
rator ist nun hermitesch, wenn fiir zwei beliebige
Vektoren v* und w*

J Ve drur i@} omof = [ Vg dvv=21 @ om w?
| (19)
ist. (Die Integration soll sich iiber ein Volumen er-

strecken mit ]/édt als Volumenelement.) Nun laft
sich die rechte Seite durch partielle Integration um-
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formen zu
= [Vgdr 3, {» @} O |
— [Vedudm {w Q% 307 ]
+ [ Vgdrws 3, QN 31 v°.

Wenn wir nun annehmen, dal die beiden sich er-
gebenden Oberflachenintegrale verschwinden, sieht
man, dal} die Gl. (19) gilt, falls
2 - o

ist. Der Tensor muf} also invariant sein gegen eine
Vertauschung des Paares /, a mit m, #, damit der Dif-
ferentialoperator hermitesch ist. Aus Gl. (18) sieht
man leicht, dal dies in der Tat der Fall ist. Aus der
Hermitizitat folgt, dal o2 reell sein muf}. Somit kon-
nen uberstabile Losungen (d.h. oszillatorische Lo-
sungen mit ansteigender Amplitude) nicht existieren.

b) Im weiteren soll nun so vorgegangen werden,
dal die Differentialgleichung (16) fiir b — analog
wie in Gl. (19) — skalar mit b multipliziert wird
und dann iber ein Volumen integriert wird. Das
auf der linken Seite stehende Integral ist stets posi-
tiv, so daB also das Vorzeichen von ®? von den
Vorzeichen der auf der rechten Seite stehenden In-
tegralen abhidngen wird. Wenn die rechte Seite nega-
tiv ist, so ist die Gleichgewichtskonfiguration stabil,
im anderen Fall instabil. Da das Integral obZdr
beschrankt ist, wahrend sich fiir die Ableitungen
von D keine Abschitzung angeben lafit, wird das
Bestreben sein, die rechte Seite so umzuformen, daf}
die Geschwindigkeit b nicht differenziert auftritt in
solchen Gliedern, die nicht negativ definit (d. h. in-
stabil) sind.

(20)

Bei skalarer Multiplikation mit b liefert das letzte Glied in Gl. (16) einen stabilen Beitrag, da

(v [B. rotrot[v B1]) = (rotrot[v B], [0 B]) =div[rot[v B, [0 B]] + (rot[v B])2.

Weiterhin ist
(vgraddivpb) + (y—1) (D grad (p div D))

(21)

(22)

=div{yvpdivh +b (b gradp) } —yp(divh)2— (0 gradp) divD.

Damit bekommt man

o /gnzdr:/div {;/DpdivD—i—D(Dgradp) +

_/ {yp(divn)'-’+ L (rot[n%])z} dv

4—17 [[vB], rot[v %]]} dr

(23)

= / {(Dgradp) divd — = (D[rot%,rot[b%]])‘ dr.

1
14
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Hierin liefert also das zweite Glied stets einen stabilen Beitrag. Fiir das folgende wollen wir stets annehmen,
daBl b und B parallel zur Oberfliche des betrachteten Volumens verlaufen, so daf} das erste Oberflichen-
integral keinen Beitrag liefert.

c¢) Aus Gl. (17) zusammen mit Gl. (18) bekommt man durch Multiplikation mit v* noch einen anderen
Ausdruck, der fiir die weiteren Stabilitatsuntersuchungen niitzlich ist.

— w? / Vg drov v, = / Vg drv2 g, Q,lxné O v

:/‘]/gdra,x (;'—1)p+ L3 B2)v’a,qv/”+ 4 B*Brvg 9, vF — 1 (B‘Bﬂv,}8,1}3"—}—3,93?'11“8,.1)/”)l
) 8x 4n 4

[
I J
l
I

— [ Vear ((;/_1) P+ B2) (3,07) + (B Q) (B a.,va)} (24)
— [ Ve du {y (3mw*) (duv¥) — 2 B* B*(Jpva) (B7) } + [ Ve drda(yvf 3p7) .
Hierin ist vy der Gesamtdruck mit
y=p+ B, (25)

Das sich aus dem ersten Volumenintegral ergebende Oberflichenintegral verschwindet analog wie oben.

4. Ableitung eines Stabilititskriteriums

a) Zunichst sei gezeigt, dal — w? unter gewissen Bedingungen nach oben beschrinkt ist. Es ist

— (bgradp) divb= + ; ; (bgradp)?+ ; p (div v)? — ; ; {divpv}?

yonidl (rot [0 B] [V rot B]) = + ; (rot[v B])2 + }, [V rot B]2— }, (rot[v B] — [V rot B])2.

Damit erhalt man:

—(:)2/9D2dr: . ;/{(2}/—1)p(divb)2+ ; (divpv)?+ ! [vrot®]? (26)

4

+ ot B] - rotB1)? ey [ |, Weradp)?+ DrotB] dr.

Das erste Integral liefert nun stets einen negativen Beitrag, wihrend das andere Integral immer positiv ist.
Jedoch tritt in diesem zweiten Glied b nicht mehr differenziert auf. Man gewinnt so die Abschitzung:

—aﬂ/yn'ldr < Max { Olp (grad p)2+ : (rot%)2} /Qb2dr

D - 1O

und somit —w? < Max { (rot V)2 : :
Sofern also (1/Vop)|gradp| und (1/Vo)|rotB| endlich bleibt, ist — »? nach oben beschrénkt, d. h. im
Falle der Instabilitit konnen dann die zeitlichen Wachstumsraten nicht beliebig grofl werden.

b) Der Ausdruck Gl. (23) soll nun so umgeformt werden, daf} es moglich wird, etwas iiber die Stabilitat
von Gleichgewichtskonfigurationen auszusagen. Dazu sollen die beiden instabilen Glieder in eine andere
Form gebracht werden.

Es ist
— (v grad p) divb = — (b grad p) div { éz ([%[D %]] +B (v %))}
— — (b grad p) % div [%[b %]] —div {%—(%?) (v grad p) } (27)

_ (D%Q:) (B grad (v grad p)) — (vgradp) ([%[D 8] grad 213’) ’
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Weiter ist unter Beriicksichtigung der Gleichgewichtsbedingung Gl. (6)

17 (rot[v B], [V rot B]) =
- (£24P) (%, rot [0 B]) —
= (822 {div [[0B] B] + ([0 B] rot B)} —
= 5;2 (0 grad p) div [B[v 31| =

1 %é(%rot%)([h%],rot[b%]).

AuBlerdem 1aBt sich das Glied — Zlﬂ
4

- 41::' {rot[b B] }2 = —

= — ;1;— %—2 (B rot[v %])2— D [53 [% rot[b %]”

= o ldiv [ 9] —4n(ngradp)}

(vYB) 1
T (grad p, rot[v B]) e

(D % - div {SB(D grad p)}

7 (vgradp)?— |

g (1ot [0 B [p[Bgrad p1]) + L B20D) (rorp B], (v B))

4z

@D ([0B], rot[vB])

1,, (B, rot ot B) ([vB], rot[v B])

& (v B) (B, grad (v grad p) )

(rot[v B])? wie folgt umformen:

L a (BB rotvB]) - |B[BrotnB]]]}*

Aus Gl. (23) wird unter Benutzung von Gln. (27), (28) und (29)

—7p(divh)2—

—(1)2/QD2dT=/dt{

_;ﬂ %2 (div [[vB1B])® -

(28)
(29)
1 o [% [% rot[D 23]”
i [SB [53 rot[b ?B]] ] 2
(b grad p) div [,SB [b SI)‘]] — = (D gradp)? (30)

— (0 grad p) ([%[n B1] grad 1£> + L A (Brot®) ([v %],rot[n B1) } .

Dabei verschwindet das Oberflichenintegral, das aus Gl. (27) folgt, wenn b und B parallel zur Oberfliche

sind. Gl. (30) 1aBt sich schreiben zu

_a)?/gb2dr= /dt l[—yp(divb)2— 8]1—1582[53r0t[b%]]2 i,{@’ {dw[%[n%]] +87(bgradp)l

oy

3 {D(%rot%)—[%rot[b%]]}g}

(31)
2 2 N 1_» 2
+ /d l%2(grad )¢ , (0 grad p) ((grad P+ e (grad p, grad B ))
_(vgradp) 2 (Brot B 2}
* Bi(graa py (V10> 8rad P (grad %, [B, grad pl) + =g v
Das erste Integral liefert stets einen stabilen Beitrag, (grad B2, [B, grad p]) =0 (32)

wihrend in dem letzten Integral b nicht mehr diffe-
renziert vorkommt. Stets instabil ist darin das letzte
Glied, es verschwindet aber fiir spezielle Magnetfel-
der, namlich immer dann, wenn der Strom auf dem
Magnetfeld senkrecht steht. Das ist z. B. der Fall fiir
alle zylindersymmetrischen Felder, die entweder rein
meridional oder rein toroidal sind.

Wenn wir nun fir das Magnetfeld noch eine
solche Struktur annehmen, daf3

ist, so verschwindet auch das vorletzte Glied. Diese
Bedingung ist z. B. bei allen meridionalen zylinder-
symmetrischen Magnetfeldern erfiillt. In diesem Fall
ist es hinreichend fiir die Stabilitat, daf

(grad p, grad (p - gl}i 232)) <0 (33a)

ist. Nach Gl. (6) laBt sich dafiir auch schreiben
(grad p, (B grad) ?B) <o0. (33b)
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Eine Konfiguration, bei der der Strom sowohl senk-
recht steht auf den magnetischen Feldlinien als auch
auf den Fldchen konstanter magnetischer Energie-
dichte, ist demnach ganz sicher stabil, wenn die ma-
gnetischen Kraftlinien so gekriimmt sind, daf} sie
tiberall konvex zur Seite des groferen Druckes ver-
laufen.

Dieses Ergebnis wurde auch von BernstEIN, FRrIE-
MaN, Kruskar und Kuisrup *+? fiir zylindersymme-
trische, meridionale Magnetfelder abgeleitet.

K. HAIN, R.LUST UND A.SCHLUTER

Felder, fir die (D grad) B=0 (34)
ist, und die den oben genannten Bedingungen genii-
gen, sind also stets stabil. Dies gilt z. B. fiir ein
zylindersymmetrisches Magnetfeld, das parallel zur
Symmetrieachse verlduft. In diesem Fall kann man
aus der Differentialgleichung (17) eine gewohnliche
Differentialgleichung zweiter Ordnung von Sturwm-
LiovviLLeschen Typ fiir divb ableiten und auch
explizit zeigen, dall keine instabilen Losungen exi-
stieren.

¢) Aus Gl. (24) soll nun noch ein etwas allgemeineres Stabilitatskriterium abgeleitet werden. Es er-

gibt sich zunéchst aus Gl. (24)
—o? [Vedrovew =~ [Vedr [y@ar) 309~ 5 30— (-1 p By07)?
+{B?3pv*— B3, v} {Bf Qpva— Ba O, v’} — Qa(p vf Jpv°). (35)

Nach zwei partiellen Integrationen und nach Subtraktion der vollstindigen Divergenz G, (v v v*) erhalten
wir, wenn wir das Verschwinden der Oberflichenintegrale gemdll Abschnitt 3 ¢) annehmen:

—m? /Vgidr 0V = — / Vgdr {yp(@; v9)2+ 2(9, ) v’ Qe v + (3a Oy ) v2 07
+{Bf s v*—B*3,v"} {B? 3pva— Ba 3 v"}

—— [ Vadr (3,0 + 2V yp (B, 3,0 B D)

(36)

: {B;' a Va— Ba a'/ v;'} £l { (aa y{) % ¥y aa a Yy l v v’ }

Die Konfiguration ist sicher stabil, wenn die Eigen-
werte des Tensors im letzten Gliede positiv sind,
d. h. die Eigenwerte von
(,@_a’%?zjl’ BB, w)_

Man kann zeigen, daf} alle rotationsfreien Stérun-
gen stabil sind. Machen wir nun die Annahme, daf}
divergenzfreie Losungen die instabilsten Losungen
sind, so geniigt es, als eine hinreichende Bedin-
gung fiir die Stabilitdt zu fordern, daf} die Eigen-
werte von Oa O, nicht negativ sind. Das bedeu-
tet, dal v in dem betrachteten Volumen (oder
auf dem Rand) genau ein Minimum besitzen kann,
Maxima aber nur auf dem Rand. Ein Minimum von
w im Innern des Volumens (nicht auf dem Rande)
ist mit einem Maximum von p (wie dies dem Fall
eines vom Magnetfeld zusammengehaltenen Plasmas

entspricht) nach der in Abschnitt 4b) fir meridio-

* Die Arbeit gelangte wédhrend der Fertigstellung dieses
Manuskriptes zu unserer Kenntnis und wir danken den
Verfassern fiir die Zusendung vor der Veroffentlichung.

7D J

nale Magnetfelder abgeleiteten hinreichenden Stabi-
litatsbedingung (grad p, grad ) <O vertraglich.

5. Anisotroper Drudktensor

Bei den bisherigen Betrachtungen war angenom-
men worden, daf} der Druck isotrop sei. Wenn aber
die Frequenz der gaskinetischen Stofe, die die ge-
ladenen Teilchen erleiden, klein ist verglichen mit
ihrer Umlauffrequenz im Magnetfeld, ist dies nicht
notwendig eine gute Naherung. In Ebenen senkrecht
zum Magnetfeld wird die Geschwindigkeitsvertei-
lung — gerade wegen der schnellen Umlaufsbewe-
gung — isotrop sein, aber in der Richtung entlang
den Feldlinien kann sie davon sehr verschieden sein.
Damit ergibt sich statt des skalaren Druckes p ein
Tensor p;; der Form:

pir =p° (0i —ning) +pFnin,. (37)

5 1. B. BernsteEly, E. A. Frieman, M. D. Kruskar u. R. M.
Kursrup (noch nicht veroffentlicht).



STABILITAT EINES PLASMAS

Hierin ist pQ der Druck quer zum Magnetfeld, p®
der Druck entlang den magnetischen Feldlinien und

nj= l%l der Einheitsvektor in Richtung des Magnet-

feldes.
In der Bewegungsgleichung (1) ist nun ai» r

durch 88_1; pix zu ersetzen. An die Stelle der Energie-
x,

gleichung (3) treten nun zwei Gleichungen fiir p°
und p?. Aus der Konstanz des magnetischen Mo-
mentes der Bahnbewegung der Teilchen folgen unter
Vernachlassigung von Transporteffekten (entspre-
chend der vernachlassigten Viskositdt und Warme-
leitfahigkeit) die Gleichungen™
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dall aber durch die Storung der Gleichgewichtslage
der Druck anisotrop wird. In der noch einmal nach
der Zeit differenzierten Bewegungsgleichung (12)

tritt dann an Stelle von gz grad p nun der Term

o (0 o (0 o w . Ea @
= (ax,, Pik) =g ( = p;;,-) auf. Hierin ist in der
linearen Niherung und wegen p* =p?=p,

Q p
S pin=T2 Gu—mim) + Pomime (39)

P

ning

und aus den Gln. (38 a) und (38 b) wird, wobei der
Index ,,Null“ bei p, im folgenden wieder weggelas-
sen werden soll:

dpP di
= — b) —2p(n(ngrad) b) (40
d(;i)=—2deivD—2an(ngrad)D, (38 a) dt wEipT) p( (1 grad) ) (P
! und
Q .

‘%=—2p°d1vn+p0n(ngrad)n. (38b) §e§£=_div(pn)+p{(n(ngrad) ) —divy}.
Wir wollen nun annehmen, dafl im Gleichgewichts- (40b)
fall der Druck zwar isotrop sei, d. h. pP=p®=p,, Dies liefert zusammen mit Gl. (39)

3 (2 : :
= (8:}: p,-k) = —grad; divp b + grad; {’p (n(n grad) b —divD )}
—n,-div{np (3 n(ngrad) b —div D)} -p{3 n(ngrad) b —div D}(ngrad) II|,-, (41
so dall Gl. (16) jetzt lautet:
—w?pob=graddiv (pb) —grad {p (n(n grad) b —div D)}
+n div{n p(3 n(ngrad) b —div D)} +p{3n(ngrad) v —divd} (ngrad) n. (42)

Wie man sieht, treten also auch im Falle des anisotropen Druckes in dieser Gleichung fiir b keine ersten
zeitlichen Ableitungen von b auf und auflerdem enthélt die Gleichung neben b nur die GroBlen der
Gleichgewichtslage. Ebenso 1aBt sich zeigen, dal auch mit den neu hinzugekommenen Gliedern der Operator

" hermitesch ist, der hier gegeben ist durch

(4w =(p+ sﬁf{)é}qé;‘n + 3pngnpn' o™ —p(nanl Of +ngn™ é},)

B2 1 m
8716“6'3 o

6. Stabilitidt eines mit Oberflichenstromen
belegten Plasmazylinders

Wir wollen jetzt die Stabilitdt eines Plasmazylin-
ders, dessen Radius R sei, untersuchen, in dessen
Inneren das Magnetfeld B verschwindet und der
Druck p konstant ist. Auf der Oberflache sollen
Strome flieBen, die ein Magnetfeld mit Komponen-
ten in der z- und in der @-Richtung erzeugen.

* Diese Gleichungen wurden auch von CHew, GOLDBERGER
und Low® aus der Borrzmann-Gleichung hergeleitet.

1 1 1
o (B Bio5 + BsB™8) + — B" Blgys.

Da wir unter diesen Voraussetzungen die Diffe-
rentialgleichung mit den entsprechenden Ubergangs-
bedingungen an der Oberfliche des Zylinders lésen
konnen, ist es moglich, die Eigenwerte direkt abzu-
schitzen. Als die die Lésung bestimmende Randbe-
dingung sei das Verschwinden der elektrischen und
magnetischen Felder im unendlich Fernen gefordert.

Fihren wir die Schallgeschwindigkeit a durch die
folgende Gl. (44):

¢ O.F. Cuew, M. L. Gorpsercer u. F. E. Low, Proc. Roy. Soc.,
Lond. A 236, 112 [1956].
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a=Vplo (44)

ein, so erhalten wir sofort aus Gl. (17)
w? N c
- = pva=p Jadyv’. (45)

Mit Hilfe der Kontinuitatsgleichung folgt durch
Divergenzbildung die Differentialgleichung fiir die
Druckstorung p,

Apy+ 2% py=0 (46)

mit der Losung
p1=pi1a {l//ﬂv ;):—r} elkzelar

Die Losungen Ko{ V (k* — »?/a®) r} sind wegen p; < ~
fiir =0 ausgeschlossen *. p; ist eine Integrations-
konstante. Die Geschwindigkeiten sind durch den
Druck vollstandig bestimmt.

Auflerhalb des Zylinders haben wir die MAXWELL-
schen Gleichungen im Vakuum fiir die gestorten Fel-
der zu l6sen. Diese reduzieren sich auf Gleichungen
fiir die z-Komponenten des Magnetfeldes und des
elektrischen Feldes, da sich alle Komponenten durch
diese ausdriicken lassen.

(47)

ABA4+ 2 B1-0, (48 a)
5
AE! + ‘;’_ EL1=0 (48 D)

2

Unter Vernachldssigung von w?/c* gegen k*+ a?/r?
erhalten wir die Losungen

le =le Ka(k r) eikzei:zq, s
EX=E K.(kr) etz eiav

(49 a)
(49b)

Wegen der Forderung ’%I, |€|< o~ fiir r— ~
fallen die Losungen /. weg.

Die Bestimmung der Konstanten p,, B!, E.! folgt
aus den Ubergangsbedingungen am Zylinderrand,
die ein homogenes Gleichungssystem liefern. Die
Forderung der Losbarkeit dieses homogenen Glei-
chungssystems ergibt eine Beziehung zwischen £, o
und @ . Die Ubergangsbedingungen entnehmen wir
KruskaL und ScawarzscHiLp 2. Sie lauten:

nx [B]=j-n[E], (50 a)
n[B] = (50b)
nx [E] =n[VB], (50 ¢)

* I, sind BesseL-Funktionen und K, Neumannsche Funktionen.

STABILITAT EINES PLASMAS

n[€] =<, (50d)
[ =b&, (50 e)
[i*xB]+eC=n[p]. (50 f)

Dabei ist 1 die Normale an der Oberfliche, [ ] be-
zeichnet den Sprung von Groflen durch die Grenz-
fliche, |" ist der Oberflichenstrom, ¢ die Ober-
flachenladung, B ist der Mittelwert des Magnetfeldes
zwischen innen und auflen.

Die Bewegung der Oberflache mit der Geschwin-
digkeit 1t ist durch die folgende Gleichung gegeben:

u=ny, =[n><[n><gradu]].

Der ungestorte Oberflachenstrom sei

i'=—e,D+eC.

Daraus ergibt sich der Sprung des Magnetfeldes zu
[B]l=e,C+e, D

und der Drucksprung [p] = — 2(B*+ C?).

Setzt man dies in die oben abgeleitete Gleichung ein
unter Beachtung der bei KruskaL und ScawarzscHiLp
abgeleiteten Beziehung zwischen den Komponenten
von €, % und p,b, so folgt mit

=k —w?fa?, E}l= i P ; ((Z I;))
pw
[B+ OIkRI (nR)
Bi_ _; 1" "kR]|
z K. (kR) p‘

Unter Beachtung, daf} sich der Druck bei Bewegung
der Oberflache ebenfalls @ndert, folgt dann als Glei-
chung zwischen k, w, a als Bedingung der Erfiillbar-
keit der Ubergangsbedingung zwischen Vakuum und
Plasma

2R 1, R) _

oC
<D+ kR) "R K kR | p
107 R) c+B K/(kR)

Das Verhalten fiir B>=0, B»+0 (C=0, D=+0)
wurde von KruskaL und ScawarzscHILD 2 untersucht
und ergibt die bekannte Pinch-Instabilitat. In einer
neueren Arbeit von TayLer* wurde das Verhalten
dieser Gleichung genauer diskutiert. Sie ist fiir alle
Wellenlingen fiir o =0 und 1 instabil, und fiir a> 2
ergibt sich Instabilitit gegeniiber kleineren Wellen-
langen.

Ist B»=0, BZ+0 (D=0, C+0), so kann man
leicht sehen, da3 diese Anordnung immer stabil ist.
Fiir den allgemeinen Fall sieht man, da} fiir wach-
sende Anteile B¥ im Verhaltnis zu B? zunachst die

a
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Losungen fiir kleine Wellenldngen, d. h. groBe %,
instabil werden, bis schlielich fiir B*=0 das oben
diskutierte Verhalten eintritt. Lunpquist? hat fur
inkompressibles Plasma gezeigt, dafl bei vorhande-
nem Magnetfeld in z-Richtung ein Hinzufiigen eines
Magnetfeldes in der @-Richtung zur Instabilitat bei-
tragt. Er bewies, daf fiir seine angenommene Ver-
schiebung Instabilitdt herrscht, wenn fir das Feld

im Innern des Plasmazylinders gilt
R

R
[@zrarse [#rar.
0 0
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Er kann nicht zeigen, da3, wenn diese Ungleichung
nicht erfillt ist, Stabilitdt vorliegt, da er seine Ver-
schiebungen nicht minimalisiert.

Aus dem Obigen geht hervor, daf} eine zylinder-
symmetrische Plasmakonfiguration ohne Magnetfeld
im Innern des Plasmas, die also nur durch Ober-
flichenstrome zusammengehalten wird, stets instabil
ist, wenn eine azimutale Komponente des Magnet-
feldes existiert. Analog wie bei TayLer* sind auch
hier die Stérungen kleiner Wellenlangen am in-
stabilsten.

Die Bewegung geladener Teilchen
in rotations-symmetrischen Magnetfeldern

Von R. Lisst und A. ScHLUTER

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik, Gottingen
(Z. Naturforschg. 12 a, 841—843 [1957] ; eingegangen am 11. Juni 1957)

Die Bewegung geladener Teilchen in rotations-symmetrischen Magnetfeldern wird untersucht.
In diesem Fall kann man aus einer Verallgemeinerung des Drehimpulserhaltungssatzes bestimmte
Bedingungen ableiten, unter welchen die Teilchen in einem endlichen Volumen fiir unbegrenzte Zeit

festgehalten werden.

The motion of a charged particle in a magnetic field of rotational symmetry allows for a generaliza-
tion of the law of conservation of angular momentum. From this conditions are derived, under which

a particle will always stay within a finite volume.

a) Will man ein Plasma durch Magnetfelder ein-
schlieBen, so geniigt es fiir viele Fragen, das Plasma
makroskopisch durch eine Fliissigkeit zu beschreiben
und die daraus folgenden Bedingungen zu unter-
suchen. Mikroskopisch gesehen, geschieht das Fest-
halten des Plasmas durch ein Magnetfeld dadurch,
dall die Teilchen um die Magnetfeldlinien spiralen.
Fir die genauere Untersuchung, inwieweit die Teil-
chen durch ein Magnetfeld zusammengehalten wer-
den, und ob sie aus einem vorgegebenen Volumen
entweichen konnen, mufl man die Bahn der einzel-
nen Teilchen betrachten.

Im folgenden soll die Frage untersucht werden,
durch welche zylindersymmetrischen Magnetfelder
es moglich ist, Teilchen innerhalb eines geschlosse-
nen Volumens festzuhalten. Von StorMEr sind die
Bahnen von geladenen Teilchen in einem Dipolfeld
untersucht worden. Diese Berechnungen wurden spa-
ter von den Verfassern fortgesetzt und man kann
sehen, da} die hier zu untersuchende Frage sich in
sehr analoger Weise behandeln lagt.

b) Ein zylindersymmetrisches Magnetfeld B 1Bt
sich in ein toroidales (oder azimutales) Feld und

in ein meridionales Feld zerlegen. Der meridio-
nale Anteil kann dabei beschrieben werden durch
eine skalare Funktion F (s,z), (s= Abstand von der
z-Achse als Symmetrieachse, z=Abstand von der
Aquatorebene), wobei 27 F(r) den gesamten Fluf
bedeutet durch die Flache, deren Begrenzung durch
die Rotation des Punktes ¥ um die Symmetrieachse
entsteht (1 = Ortsvektor). Auch der toroidale Feld-
anteil 14Bt sich durch eine skalare Funktion 7 (s, z)
beschreiben, die analoge Bedeutung wie F fiir die
elektrische Stromdichte hat.

Durch die beiden Funktionen ¥ und 7 driickt sich
das Magnetfeld wie folgt aus, wenn e, der Einheits-
vektor in Richtung der Symmetrieachse ist,

%=§Bm+%t=%[[rez] gradF]+—:2~ [re.]T. (1)

Die Bewegungsgleichung eines geladenen Teilchens
mit der Ruhemasse m,, der Geschwindigkeit b und
der Ladung Ze (e=Elementarladung, Z = Anzahl
der Elementarladungen) in einem Magnetfeld ist ge-
geben durch

d

p Ze
=10 b1 - (2)



